Tamas Ferenc: Vektoralgebra

Ez az iras a 10. osztalyos hagyomanyos tanmenet szerinti matematika anyag kiegészitéseként,
illetve annak egy mas megfogalmazasaul késziilt. Az anyag egésze oktatasi céllal szabadon
felhasznalhato €s terjeszthetd, de annak lemasoldsa, illetve mashol felhasznalasa az eredeti
szerz0 irasbeli engedélyéhez kotott.

Részek:
- Vektor fogalma
- Vektorok geometriai abrazolasa
- Vektorok megadasa koordinatakkal
- Vektorok 6sszeadasa
- Vektorok kivonasa
- Vektor szorzasa valos szammal
- Alapvet6 vektormiiveletek attekintése
- Bazisvektorok, egységvektorok
- Miveletek egységvektorokkal
- Vektorok skalaris szorzata
- Vektorok vektorialis szorzata

A dokumentumban talalhato abrak a sajat gépemen talalhato legalis MS 365 alkalmazassal,
illetve az ingyenes www.Geogebra.org oldallal késziiltek.

Vektor fogalma

A klasszikus megfogalmazas szerint a vektor egy iranyitott szakasz, melynek jellemzdje az
irdnya ¢és nagysaga. Jelen dokumentum csak a sikbeli vektorokkal foglalkozik, melyek
jellemzdje alapvetden a kezdd- és a végpontja.

/ Hova?

Honnan?

A fenti abran lathato egy vektor, melyet legegyszerlibben ugy tudunk megadni, hogy feleliink
a honnan és hova kérdésekre. Példaul az A pontbdl B pontba mutatd vektort a kdvetkezd

jelekkel irhatjuk le: / B

_’
AB vagy V. A v

Vegyiik észre, hogy a kétfajta irasmod ugyanazt jelenti. Az elsé verzidbban megadjuk a
kiindulasi és a végpontot (ezek itt: A és B). A betliparos attol valik vektorrd, hogy egy aprod
vektor-jelet, azaz egy kis nyilat huzunk f6lé. Ez a kezddpontbol a végpontba mutat. Az altalanos
olvasasi szokasoknak megfelelden balrdl jobbra szokott mutatni.

A masik leirdsi mdd a sima alahuizott médszer. Ilyenkor csak a vektor kisbetlis jelét hasznaljuk
¢és siman aldhuzzuk, vektorjel nélkiil.

A két modszer koziil nincs privilegizalt, mindkett6t lehet hasznalni.


http://www.geogebra.org/

Vektorok geometriai abrazoldsa

Maz az eldbb is lathattuk a legegyszeriibb abrazolasokat. -
Erre lathatd egy egyszer(i minta a jobb oldalon:

Az A és B pontok kézott van az U vektor (piros szinnel),

mig az A és C pontok kozott van a v vektor (kék szinnel).

Preciz megfogalmazas szerint:
—> ) —»
AB =y, illetve AC = v.

Van egy Kkiilonlegesség is,

nullvektor. Ennek a

kiilonlegességnek a hossza nulla, irdnya pedig tetsz6leges! frasmodja: 0.

Vektorok megadasa koordinatakkal

Ha a vektor-miiveletekre koordinatdkat hasznalunk, akkor két kiilonféle modszert is
hasznéalhatunk. Az egyik, kevésbé elterjedt modszer szerint megadjuk a kezd6 és végpontot. Ez
gyakorlatilag ugyanaz, mint a geometriai modszer.

A masik megadas szerint megadjuk a vektor kezdOpontjat €s az irdnyat. Ebben a modszerben
nagyon sokszor a koordinatarendszer kezd6pontja, az origd a kezddpont.
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Még egyszerlibb irasmoddal: u(4;2).

Gyakorlasképpen irjuk fel az alabbi négy pontbol r

képezhetd dsszes vektort:

A(0:2) B(2;6) C(5;4)

aZA_ﬁ

° Az A pontbol eldszér menjilink i
jobbra kettét, majd felfelé
s négyet. gy elériink ka B pontba. ‘
:;’l?et";ankee;:’ Tehat AB  vektor

Az el6z6 abrat hasznalva a kiindulopont koordin4tai:
A(2;1), a végponté pedig: B(6;3).

fgy a két pont 4ltal meghatarozott vektor a kovetkezd:
A(2;1)-bd1 mutat B(6;3)-ba.

Ez els6 latasra bonyolult. Ezért érdemes a mésodik
modszert hasznalni, amely szerint az u vektor az A
pontbol mutat a (4;2)-es iranyba, azaz a B pontba.

D(4;-1)

B Némi segitség a megoldashoz c
vektor esetén:

koordinatai: (2;4). T ARNEEERNN YRRV ARNEE SRR




—> —> —» —> —>
A tobbi megoldas: AC(5;2), AD(4;-3), BC(3;-2), BD(2;-7), CD(-1;-5).

Vektorok 6sszeadasa

A vektorokat nem csupan megadni szeretnénk, hanem miiveleteket is végezni vele. Ezek kozott
a legegyszerlibb az 0sszeadas. Geometriai értelemben ezt akkor a legegyszerlibb elvégezni, ha
az egyik vektor végébdl indul a masik vektor.
b
a

igy a két vektor Gsszege az els6 vektor elejété] mutat a masodik vektor végéig. Masképpen:

u+v

Ha viszont a két vektor kozos kezddpontbdl indul, akkor kicsit modositani kell az dbrat. Ilyen
esetben a két vektorbdl egy paralelogrammat kell késziteniink, melynek az atloja lesz a két
vektor Osszege. (A lenti képen piros szinnel abrazolva.)

Technikailag ezt ugy lehet megvalodsitani, hogy a kozos
kezdopontbol huzzuk meg az osszeg-vektor a kozos végpontig.

Nézziik ugyanezt koordinatakkal!

Adott két vektor: u(3;1) és v(2;2).

Egyszerli szerkesztéssel lathato, hogy a két vektor Osszege
merre lesz. Most szdmolassal adjuk Ossze a megfeleld
koordinatakat, igy: u+v(3+1;1+2), azaz u+v(4;3).

u+v

4

U;+V(5;4)

u(3; 1)




Gyakorlasképpen nézziink par Gjabb 6sszeadast a kovetkezd vektorokkal:
a(3;2) b(-1;4) ¢(0;-3) d(-2;-5)

A kérdések: atb =7, a+c =7, a+d = ?, b+c =?, b+d =?, c+d =?.

Kérdés: mi ennek a gyakorlati hasznalata? Vegyiik az egyik legnépszeriibb programot, a
navigaldasra is hasznalt Google Maps alkalmazast. Mintaképpen Osszedllitottam egy tvonalat:
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Itt lathatd, hogy mikor merre kell fordulni és mennyit kell menni az adott iranyba. A
hagyomanyos vektoros abrabol csak a vektorok végén 1évo nyilak hidnyoznak.

Vektorok kilonbsége

A megfeleld 6sszeadas utan a masodik alapvetd
miiveletet, a kiilonbséget is ki kell szdmolni,
illetve le kell tudni rajzolni. Erre van a
kovetkezd abra:

Adott a két eredeti vektor, az U és V. (kék és
fekete) A  kiilonbséget leginkabb ugy
megjeleniteni, hogy vesszik a v vektor
ellentettjét (zold szinnel); majd az eredeti u-hoz
hozzdadjuk a mdar ismert paralelogramma
szaballyal. Ez lesz a piros szinii u+v vektor.

Zavaros kicsit?! Vegylink egy egyszeriibb
megoldast: A kivont vektor végébdl huzzuk a
kiilonbségvektort a kisebbitendd végébe.

Avagy: az U végébdl a v végébe huzzuk a vektort.
(narancssarga szinti)



https://maps.google.com/

A dolog joval egyszeribb, ha mindezt koordinatakkal 5
szeretnénk kiszamolni.

Legyen adott a kovetkezd két vektor: U(4,5) és v(3;1). :
Ha egyszertien kivonjuk egymasbol a megfeleld
koordinatakat, akkor a kiilonbség a kovetkezo lesz:
u-v(4-3;5-1), azaz u-v(1;4).

u(4,5) s

Gyakorlasképpen nézziink par jabb kivondst a mar ismert .
vektorokkal:
a(3;2) b(-1;4) ¢(0;-3) d(-2;-5) ‘ )

A kérdések: B i 2 ; ] ;
a-b=?ac=2?ad="?b-c=?b-d=?cd=2

Vektor szorzasa valds szammal

Ez megint csak egy latszolag nehéz téma. De miért kell kihangsulyozni, hogy mivel is
szorzunk?! Nos, jelen fazisban még csak valds szammal szorzunk, de hamarosan mas is lesz...
Nézziink egy egyszerli geometriai példat:

n
> »

—
» »

Itt egy sima vektor hdromszorosa lathatd, azaz a vektort szimplan egymds utdn rajzoljuk
haromszor. A jelzése is igen egyszerii: 3*u = 3u.

A félreértések elkeriilése végett nem art tisztazni, hogy nem csupan pozitiv egész szammal lehet
szorozni (, mint ahogy azt sokan hiszik), hanem barmely valdés szammal. Kozte tortekkel,
negativ szammal, s6t 0-val is.

Szamtanilag ezt szintén igen egyszerii kiszamolni. Legyen adott a kovetkez6 vektor: a(3;-1).
Vegyliik ennek a kétszeresét, haromszorosat, valamint ellentettjét!

2a(6;-2) 3a(9;-3) -a(-3;1)

Most hasznaljuk ki a friss tudasunkat és végezziik el a kovetkezd
miiveletet:
2b+3c = ?, ahol b(4;-2) és ¢(1;3).

Eldszor szamoljuk ki a tobbszordsoket! ERER S AR
2b(8;-4) és 3¢(3;9). . .
Majd a kovetkezo 1épésben végezziik el az 6sszeadast! -
2b+3c(11;5).

Ugye, igy joval egyszeriibb, mint a geometriai modon?!

Gyakorlasképpen nézziink par Gjabb miiveletet a mar ismert vektorokkal:
a(3;2) b(-1;4) ¢(0;-3) d(-2;-5)

3a+b =? 2¢-3d =? -c+3b=7? 3c+2a-b =? Yod-a =?



Alapvet6 vektormiveletek attekintése

Az elso6 rész itt gyakorlatilag véget ér, mivel megvan a harom alapmiivelet:
- Osszeadas
- kivonas
- szorzas valds szammal.

J6jjon par gyakorl6 feladat!
1.) Egy hajo a tengeren 3 oraig megy keletre, majd 2 oraig délre. Kérdés: milyen tavolra
keriilt a kiindulasi helyétdl, ha éranként 12 km-nyi tavolsagot tett meg?
2.) Rajzolja le az alabbi harom vektor paronkénti 6sszegét! (Paralelogramma-modszer)

3.) Az el6z6 abran 1évé vektorok segitségével rajzolja le a kovetkezd kiilonbségeket:
u-v, illetve v-w.
4.) Rajzolja le az alabbi vektor kétszeresét, haromszorosat, felét, illetve ellentettjét!

a

5.) Adottak az alabbi pontok a sikban: A(3;2), B(5;1), C(-2;4), D(3;-1). Szamolja ki
paronként a megfeleld vektorokat!

6.) Adottak az alabbi vektorok: a(3;1), b(5;-2), c(-1;4). Szamolja ki az alabbi miiveletek
eredményeit: a+b, a+2c, b-c, 3a-b, % c+3b.

Bazisvektorok, egységvektorok

Adott a sikban kettd, nem egyallast vektor. (Magyarul
nem parhuzamos ¢és egyik sem null-vektor). Ezzel a két
bazisvektorral a sik barmelyik vektorat ki tudjuk fejezni.
Az itt lathaté képen adott egy piros szinli vektor, illetve a
két kék szinli bazisvektor, az U és a V. Amint az a rajzbol
is lathato, a piros vektort a mar ismert paralelogramma
modszerrel felbonthatjuk a két bazisvektorral parhuzamos
Osszetevokre; jelen esetben 2*u+3*v formaban.

Konnyli belatni, hogy a sik 0sszes vektorat fel lehet
bontani ezen kettd bazisvektor megfeleld valds szammal
szorzott Osszetevoire.

Megjegyzés: nem feltétleniil szokott egész szam kijonni, de az egyszertibb feladatokndl ez elég

gyakori.




Hamarosan fontos lesz, hogy milyen bazisvektorok legyenek. .
Igy vezessiik be az x tengely mentén az i-t, illetve az y mentén

a J-t. Mindkét vektor egységnyi hosszu és egymasra merdleges, |
igy ezek elnevezése: egységvektorok. i

Elsének irjuk fel a kovetkezé vektorokat egységvektorok ‘
segitségével: a(5;1), illetve b(3;-2). EE 0 o5 i

05

b(3;-2) = 3i-2)

-2

Az a vektor esetén 5-6t haladunk jobbra, azaz 5-szor vessziik az i egységvektort, majd egyet
Iépiink fel, tehat a j-t egyszer vessziik. Igy: a=5i+].
Hasonl6an: b=3i-2].

Mdveletek egységvektorokkal

El6szor nézziik a mar megismert alapvetd miiveleteket! .
Adottak: a(3;1) és b(-1;4).
Kérdések: ath, a-b, 2*a, 2a+h, 3*b, 3b-2a. :

Az elsd lépésben irjuk at az adott vektorokat egységvektorokra!
a(3;1) => a=3*i+1*] = 3i+] :
b(-1;4) => b=-1%i+4%] = -i+4]

a3

a(31)

-1 0 1 2 3

fgy hajtsuk végre az Gsszeadast (geometriailag, majd algebrailag is!):
ath = (I H(L*EH%]) = 3L + (D*iras] = .

A megfelel6 vektorok atcsoportositasaval:

co = 3%+ ((1)*1+1%] +4%] = 2*+5%] = 2i+5] => a+b(2;5)



A kivonas immar lehet egyszeriibb is:
a-b= (3*i+1%)) - (-1*i+4*]) = 3*i+1*] - (-1)*i-4*] = 4*i-3*] = 4i-3]

A tovabbi miiveletek megoldasai:

2*a=2*(3*1+1*]) = 6*i+2*] = 6i+2]

2atb = 2*(3*i+1*]) + (-1*i+4*)) = 6*i+2*] -1*i+4*] = 5*i+6*] = 5i+6]
3*b = 3*(-1*i+4*]) = -3*i+12*] = -3i+12]

3b-2a = 3*(-1*i+4%]) - 2*(3*i+1*]) = -3*i+12* J-6*i-2*] = -9*i+10*]

Vektorok skalaris szorzata

Ez anyag mar tal mutat a hagyomanyos vektorok 10. év eleji értelmezésén, mivel bele kell

venni a trigonometrikus fliggvényeket is.

Ami a lényeg: vektorokat eddig csak valds szadmmal

szoroztunk, melynek végeredménye vektor lesz. Most 2

szorozzunk Ossze vektort vektorral, melynek az eredménye

valds szam legyen! e

Definialjuk a két vektor szorzatat a kovetkezdként: Alfa sz0g
UV =U "V + Uy Dy

A gyakorlatban most: ' 0 ! ] ]

uv =3*2+1*2=6+2=8

Masik definicio: T
u-v=|ul|vl-cosa

Ehhez meg kell hatarozni a Pitagorasz-tétel segitségével a két vektor hosszat:

lul = ,/uf +uZ => |u| =32+ 12 =10 = 3,162

Hasonloan: |v| = /v? + vZ => |v| = V22 + 22 =4 + 4 = /8 = 2,828
Vegylik észre, hogy a két definici6 ugyanarra az eredményre vezet, igy ki lehet szdmolni a két
vektor bezart szogét:

Ur*vi+u*vo = UV = |uf|v|cos a =>8 = 3,1622,828C0S a.=> cos a =
=>a = arccos0,8944 = 26,57°

u(3;1)

8 8
o5~ som 0,8944




Most nézziink egy masik megfogalmazast is!

Els6 1épésként nézziik meg a két egységvektor szorzatat! Tudjuk,
hogy: i(1;0) és j(0;1).

A két vektor skalaris szorzata: i] = 1*0+0*1 = 0+0 = 0.

Mivel mindkét egységvektor hossza 1, igy innen is lathato, hogy a
bezart sz6g derékszog, azaz 90°.

Tovabb nézziik a vektorok négyzetét: ii=1*1+0*0 = 1+0 = 1,
hasonléan: j? = 1.

Most nézziik a fenti két vektort: u(3;1) és v(2;2).
Atirva egységvektorokra: u=3i+j, valamint v=2i+2j.
uv = (3i+])(2i+2]) = 3i2i+3i2j+] 2i+] 2] =

= 6*i%+ 6*ij+2*ij+2*]> = 6+0+0+2 =8

Most nézziink egy masik példat! a(4,3) és b(3;-4).
Keressiik meg a két vektor szogét!

lal =42 +32=v16+9=V25=5
Ib| = /32 + (-4)2=V9+ 16 =V25=5

ab = 4%3+3%(-4) =12+(-12) = 12-12 = 0

ab =|a||blcosp => 0 = 5*5*cosp => 0=cosp => B = 90°.

Gyakorlasképpen nézziik a kovetkezd vektorok szogeit:

4

b(1:3)

a(4:3)

d(-2;-3) =>

0.5

10;1)

(1.0)

0.5

a(4:3)

ab

ab=4*1+3*3=4+9=13

cos(a,b) =

(a,b) szoge = 34,69°.

be=1%(-4)+3*1 = -4+3 = -1

bc -1
cos(b,c) = = = —0,0767 => (b,c)szo0ge = 94,40°.
b= el = o v (b €209
cd=-4*(-2)+1*(-3) =8-3=5
cd
cos(c,d) = = 0,3363 => (c,d) szoge = 70,35°.

lclld] V17 - V13

3
lallbl 5«10

Bezart szog

b(3.-4)

a(4;3)=>la| =V42+32=+25=5
b(1;3) => |b| = V12 + 32 = /10 = 3,162
c(-4;1) => |c| = /(—4)2 + 12 =17 = 4,123

ld| = /(=2)% + (-3)2? = V13 = 3,606

= 0,8222



Vektorok vektoridlis szorzata

A vektorok skalaris szorzatanal két vektor szorzatabol valos szamot kaphatunk. Ezzel
ellentétben a vektorok vektorialis szorzatabol vektor lesz.

A két vektor szorzatanak hossza: a két vektor hosszanak szorzata,
megszorozva a bezart sz0g szinuszaval. Irdnya pedig a két eredeti
vektor sikjara vett merdleges. 3
A harom vektor egy jobbsodrasu rendszert alkot, azaz az U, aVv és a
uxv vektorokat a jobb kéz els6 harom ujjaval lehet megjeleniteni.

4

2

Ennél az abranal maradva: u(4;-1) és v(3;1).

Hosszukat kiszamitva: u
lul = 4% + (-1)2 = V17 ]
lvl = /32 + 12 =V10

Uy =4*3+(-1)*1=12-1=11
mllvro = 0,8437 => a = arc cos 0,8437 = 32,47°

Tehat a vektorialis szorzat hossza: u x v = |ul - |v| - sin32,47° = 91,26

Bezart szogiik: cos a =



