Tamas Ferenc: Egységkor-modell

A trigonometriaban a négy alapvetd szogfliggvényt el0szor
csak derékszogl haromszogben értelmezziik. Most viszont
eljott az ideje annak, hogy ezt az értelmezést kiterjessziik
minden szogre!

Ismétlésként elevenitsiik fel a klasszikus dbrdat! —m 0——__
Itt a négy alapvetd szogfiiggvény a kovetkezo:

) szoggel szemkdzti befogd a ;
sina = . _ ==
atfogo c

szog melletti befogd b
cosa = =—

atfogo c
A szoggel szemkozti befogd a
9% =" 769 melletti befogé b
sz0g melletti befog6 b
ctga = —; .. ==
szoggel szemkozti befogd a

Terjessziik ki ezt az értelmezést oly modon, hogy az atfogé legyen egysegnyi! (c=1) Raadasul
a haromszog ,,A” cslicsabol rajzoljunk egy egység sugart kort. Ime az 4bra:

Egységkor

Mivel az igy felrajzolt &érékszégﬁ haromszogben:
szoggel szemkozti befogd  kék befogd

atfogod ~atfogo =1
Tehat sina = kék befogo.

sina =

= kék befogd

Hasonléan nézziik meg az o melletti (piros) befogot is! Itt:
sz0g melletti befogd  piros befogd

cosa = =
atfogé atfogé =1

= piros befog6



Tehat cosa = piros befogo.

A modell tovabbi lényeges eleme ez, hogy ezek az értelmezések nem csupan az I. siknegyedben
(tehat 0 és 90 fok kozott), hanem barhol érvényesek! Igy mar lathatd, hogy mindkét
szOgfiiggvény eredménye lehet 0, s6t negativ is!

Viszont az is lathatd, hogy csak -1 és +1 kozott lehetnek a felvett értékek! Kicsit precizebb
matematikai fogalmazassal:

—1 <sina <+1 ,valamint: —1 < cosa < +1.

Most nézziik meg a masik két szogfiiggvény értelmezését is!
Ujra induljunk ki a jol ismert abrabol, de most hosszabbitsuk meg a sugarat a koron kiviil és az
x=+1-nél, valamint az y=+1-nél rajzoljunk meg egy-egy érintot!
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Mivel definicio szerint:

. szoggel szemkozti befogd narancssarga szakasz S
a = - P = - =

g sz6g melletti befog6 kor sugara =1

tga = narancssarga szakasz.

Tehat a szog tangense az x=1 érintdn 1évd metszet hossza!

Hasonldan nézziik meg a cotangenst is! Mivel a rajzon lathato két a szog egyenld, ezért a fenti
haromszogre felirva:

szog melletti befogo kék szakasz
ctga = —; — . = 7= =>
szoggel szemkozti befogd  kor sugara =1

ctga = kék szakasz.
Tehat a parjahoz hasonldan az a szog kotangense az y=1 érintén 1évé metszet hossza!




Mivel a vizszintes (X) tengelyen értelmezziik a "
koszinuszt, ezért ezt sokszor koszinusz-tengelynek is = i
hivjuk, mig a fiiggdleges (y) tengelyen értelmezett '
szinusz miatt ezt a tengelyt szinusz-tengelynek is
szoktuk hivni.

cos-tengely
Vegyiikk észre, hogy az egyes szogfiiggvények =+
elgjeleit is meghatarozza ez a rajz. Mivel a cos-
tengelyre rajzol nyil a pozitiv szamok fel¢ (azaz
jobbra) mutat, ezért a koszinusz értékek jobb oldalon
lesznek pozitivak, mig bal oldalon negativak.
Hasonl6an mivel a sin-tengelyen a felfelé mutato6 nyil )
jeldli a pozitiv szamok iranyat, ezért felfelé lesz a sin értéke pozitiv, mig lefelé negativ.
Mostantdl elég sokszor beszélink az egyes (koordinata-tengelyek altal hatarolt)
siknegyedekrdl, ezért itt az ideje, hogy el is nevezziik azokat! Az Oramutatd jarasaval
ellentétesen a neviik legyen L, IL., IIL, és IV siknegyed. (Igy, romai szamokkal jeldlve.)

Tehat rajzzal:
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Mivel innentdl sokat fogjuk hasznélni a fokokat is, ezért célszerli a tengelyekre rairni a
megfelelé fokokat is. Az ,x” tengelyen lesz a 0°, majd az 6ramutatd jarasaval ellentétes
iranyban novekszik tovabb. gy az I. siknegyed hataréat az ,,y” tengely jelenti, ami a 90°.
Mindez abraval:
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A rajzon lathato, hogy a teljes szog (360°) egybeesik a 0°-kal, mivel mindkettét szoktuk
hasznalni.

fgy a rajz alapjan lathatjuk, hogy az I siknegyedben: sino, coso, tga és ctga >0.
(Ismétlésképpen: ez felel meg a hagyomanyos derékszogli haromszogben értelmezett
szOgfiiggvényeknek.)

A 1I. siknegyedben: sina>0, cosa<0, tga és ctga<0.

A III. siknegyedben: sina, cosa <0 €s tga €s ctga >0.

Végiil a IV. siknegyedben: sina<0, cosa>0, tga és ctga<0.

Most nézziik meg gyakorlasul par nevezetes szog értékeit!
Els6ként legyen a derékszog, azaz 90°.

.s[sin-tengely

i '\cos-tengely
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Az Origobdl kiindulo és a (0;1)-be tartd (kék) vektor mutatja a 90°-os szoget. A fiiggbleges
(sin-) tengelyen 1-et mozdultunk el, tehat: sin 90°=1; mig a vizszintes (cos-) tengelyen nem
mentiink el a kiindul6 ponttdl, tehat: cos 90°=0.

Mivel a tangens €rintdje az x=1 egyenes, ezért lathatd, hogy a most behuzott (kék) vektor ezzel
parhuzamos lesz, tehat: tg 90° nem lesz valds szam.

Mivel a kotangens €rintdje az y=1 egyenes lesz €s a megadott (kék) vektor ezt éppen a 0 pontban
metszi, ezért: ctg 90° =0.

Gyakorlas:

Adjuk meg a kovetkezd szogfiiggvények értekeit:
sin 180°=?; cos 180°=?; tg 180°=?; ctg 180°=?
sin 270°=?; tg 270°=?; cos 360°=?; ctg 360°=?;

Most egy Kicsit nehezebb érték jon, mégpedig a 120°.
El6szor is rajzoljuk be a 120°-ot a megszokott koordinata-rendszeriinkbe!
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A szogfiiggvények megfeleld értékeit a tengelyeken vessziik fel, ezért a vektor végpontjat
merdlegesen le kell vetiteni a megfelel6 tengelyekre! Tehat:
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Lathatd, hogy a sin-érték pozitiv lesz, mig a cos-érték negativ. Ahhoz, hogy ez konkrétan
mennyi egy kis ,,triikkkdzés” sziikséges. El6szor is készitsiik el az y tengelyre mutatd vektor
tengelyes tlikorképét — a megfeleld szogek beirasaval!
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A fenti rajzon is lathat6, hogy a 90° utani 30 fokot (piros szin) visszatiikrozve kapjuk meg a
z61d szinnel jeldlt 30 fokot. fgy viszont az eredeti 120 fokbol csak 60 maradt, amit kék szinnel
van jeldlve. Mivel a tengelyes tiikrozést hasznaltuk, ezért az y tengelytdl balra és jobbra 1évo
két derékszogli haromszog egybevago, rdadasul van koézds oldaluk, amit a rajzon lilaval
jeloltem. gy mar belathat6, hogy sin 120° = sin 60°, ami: v/3/2.

Hasonloan: cos 120°= - cos 60°= - 1/2. (Segitségképpen: a 120 fok a cos-tengelyen balra van,
tehat negativ irdnyba, mig a 60 fok jobbra van, azaz pozitiv irdnyba!)

Kovetkezzenek a 210° megfeleld szogfiiggvényei!
Rajzoljuk meg a megszokott kort, de most 210° legyen benne!



sin-tengely

30°

cos-tengely

Vegyiik észre, hogy a 210 foknal 1év6, 180° utani kis haromszog egybevago a 0° utan azonnal
kovetkez6é kis 30%o0s haromszoggel, igy a megfelelé oldalait is egyenléek. Tehat a cos-
tengelyen 1évo két (piros) szakasz egyenld, de ellentétes eldjelil, valamint a sin-tengelyen 1évo
két kis (kék) befogd is egyenld. Tehat:

sin 210°= - sin 30°= - %

Valamint: cos 210° = —cos30° = — \/§/2

Most hosszabbitsuk meg az eddigi egységvektort a két érintéig, igy megkapjuk a tg30° és ctg30°
értékét!
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Vegyiik észre, hogy (a kékkel abrazolt):

tg 210° = tg30° = \/§/3 mivel a 210° és a 30° ugyanaz a metsz0.
Hasonloan (a pirossal abrazolt): ctg 210° = ctg30° = /3.

Gyakorlas:

Adjuk meg a kovetkez6 szogfliggvények értékeit:
sin 150°=?; cos 150°=?; tg 150°=?; ctg 150°=?
sin 225°=?; cos 225°=7?; tg 225°=?; ctg 225°=?
sin 330°=?; cos 330°=?; tg 330°=?; ctg 330°="?
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